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Abstract. The article presents an application of dynamic programming method for solving an
optimal allotment problem. On the basis of the presented example, authors showed that the
dynamic programming method founded on Bellman’s equation finds an optimal solution very
quickly. Finding an optimal solution of any given problem using as few iterations as possible, is
a very important problem in numerical calculation. The obtained results of optimization are
compared with different methods.
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WSTEP

Programowanie dynamiczne (PD) jako metoda rozwigzywania pewnych zadan optymali-
zacji zostato opracowane w latach 50. ub. wieku przez Bellmana (1952). Metode te znacz-
nie rozwinieto, w zwigzku z czym mozna wigcej probleméw rozwigzac za jej pomoca.

W artykule przedstawiono zagadnienia w nastepujgcym porzadku: Przedstawiono zasade
optymalnosci Bellmana oraz klasyfikacje probleméw rozwigzywanych za pomocg programo-
wania dynamicznego. Nastepnie skupiono sie na problemie optymalnego przydziatu i opisano
réwnanie funkcyjne programowania dynamicznego. W dalszej czesci przedstawiono przykiad,
ktoéry rozwigzano dwiema metodami, oraz podano wnioski kohcowe.

W pracy wykazano, ze metoda programowania dynamicznego generuje szybsze rozwig-
zanie oraz przy mniejszym naktadzie pamieci niz metoda, ktéra przeszukuje calg przestrzeh
rozwigzan. Istotng kwestig jest znalezienie metody, za pomocg ktérej otrzymamy rozwigza-
nie w jak najkrotszym czasie.

PROBLEMY ROWZIAZYWANE ZA POMOCA PROGRAMOWANIA
DYNAMICZNEGO

Programowanie dynamiczne jest stosowane w wielu dyscyplinach nauki: w matematyce,
inzynierii, ekonomii, medycynie, fizyce, a takze w sztucznej inteligenc;ji, systemach informa-
cyjnych i wielu innych (Findeisen iin. 1972, Lew i Mauch 2007).

Teoretyczng podstawa, na ktérej opiera sie metoda PD, jest zasada optymalnosci: ,,Opty-
malna strategia sterowania ma te wtasnos¢, ze jakikolwiek by byt stan poczatkowy i decyzja
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poczatkowa, to nastepne decyzje muszg tworzy¢ optymalng strategie sterowania wzgledem
stanu wynikajgcego z pierwszej” (Bellman 1965, s. 504).

Fundamentalng cechg wszystkich problemoéw dajgcych sie rozwigza¢ za pomocg rownan
Bellmana jest rozdzielnos¢ funkcji celu w czasie. Zatem funkcja celu musi by¢ sumg wkia-
dow z kolejnych okresow. Przy czym wktad w kazdym okresie zalezy tylko od stanu, w ja-
kim proces sie znajduje i wybranego sterowania. Korzyscig wynikajgcg z zastosowania pro-
gramowania dynamicznego jest to, ze za jego pomocg mozna rozwigza¢ zadania o duzej
liczbie zmiennych decyzyjnych, z nieciggtymi lub nierézniczkowalnymi funkcjami celu oraz
zadania niebedgce zadaniami programowania wypuktego (Stadnicki 2006). Problematyka
zwigzana z programowaniem dynamicznym zostata szczegétowo opisana m.in. w pracach
Findeisena i in. (1972) oraz Grabowskiego (1980).

Lew i Mauch (2007) w uporzadkowany sposéb przedstawiajg grupy problemoéw, do roz-
wigzania ktérych stosowane jest programowanie dynamiczne:

— problem drogi w grafie (ang. graph routing problems) — kojarzony ze znalezieniem naj-
krétszej (najdiuzszej) sciezki w grafie;

— problem porzadku — kolejnosci (ang. sequencing problems) — wymagajgcy znalezienia
optymalnej kolejnosci lub permutacji obiektéw w zbiorze;

— problem selekcji — wyboru (ang. selection problems) — polegajacy na wyborze opty-
malnego (zazwyczaj wlasciwego) podzbioru ze zbioru elementow;

— problem podziatu lub grupowania (ang. partitioning or clustering problems) — gdy dany
zbior obiektéw o mocy N jest dzielony na podzbiory, zwane partycjami, w sposéb optymainy;

— problem dystrybucji (ang. distribution problems) — gdy dany zbiér obiektow jest rozpro-
wadzany od dostawcoéw do odbiorcow w sposéb optymalny; pod uwage brany jest odpo-
wiedni koszt przewozu (dostawy);

— problem produkcii, zapasow, zastepowania (ang. production or inventory or replacement
problems) — w przypadku surowca, ktérego jednostki mogg by¢ produkowane (dostawcy) lub
na ktére jest zapotrzebowanie i ktére sg konsumowane (odbiorcy), lub w przypadku kazdego
z etapdéw posrednich; kazdego z etapéw posrednich; kazdy z tych etapdw zwigzany jest
z kosztem, np. z kosztem produkcji lub kosztem zakupu maszyn do produkgciji itp.;

— problem optymalnego drzewa binarnego (ang. optimal binary tree problems) — kojarzony
z sytuacjg, w ktérej na podstawie decyzji oryginalny problem dzieli sie na dwa podproblemy
rozwigzywane oddzielnie w taki sposob, aby na podstawie rozwigzan podprobleméw mozna
byto otrzymac¢ rozwigzanie problemu gtéwnego;

— problem probabilistyczny (ang. probabilistic problem) — kazdy nastepny stan, ze zbioru
rozwigzan alternatywnych, ktéry obiekt moze osiggng¢, jest zdeterminowany przez zaist-
nienie prawdopodobienstwa;

— problem probabilistyczny — w przypadku jednej klasy probleméw, w ktérych kolejnym
etapom przypisane sg wagi;

— problem dotyczacy obrébki ciggdw (ang. problems involving string processing);

— problemy nieoptymalizowane (ang. nonopotimization problems) — ujecie w kontekscie
sekwencyjnych probleméw decyzyjnych tam, gdzie nie sg podjete decyzje optymalizacyjne
dotyczgce pewnych funkcji obiektu.
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PROBLEM OPTYMALNEGO PRZYDZIALU

Problem optymalnego przydziatu (ang. Optimal Allotment Problem) polega na podjeciu decyzji
dotyczacej sposobu dostarczenia danej ilosci surowca jego uzytkownikom, przy okreslonym

koszcie lub zysku zwigzanym z przydziatem jednostek produktu do uzytkownikéw, odbiorcow.
Zatézmy, ze danych jest w sumie M jednostek surowca i niech C(k,d) oznacza koszt

lub zysk odnoszacy sie do przydzialu 4 jednostek do uzytkownika &, gdzie d=0,....M ,
k=1,..,N. Przypusémy, ze d, oznacza przydziat jednostek dla uzytkownika 1 w ilosci d;;
dalej liczba jednostek d, zostata przydzielona uzytkownikowi 2 itd. Zdefiniujmy stan (k, m)
jako pozostatg liczbe m jednostek produktu w etapie k. Koszt decyzji o przydziale 4 jed-
nostek w etapie k& uzytkownikowi & wynosi C(k, d), natomiast nastepny stan to (k+1, m—d)
Réwnanie funkcyjne programowania dynamicznego (réwnanie Bellmana) ma postacé:

flhm)= min {C(k.d)+ f(k-+1m~d)} (1)

,,,,,,

Celem jest znalezienie wartosci f(1,M) przy warunku poczgtkowym f(N+1,m)=0,

gdzie m>0. Jezeli d >m (zamiast ograniczenia d przez M ), mozemy przyjg¢ dodatkowy
warunek poczgtkowy f(N +1,m)=w, gdzie m<0, aby zapobiec przydzieleniu wiekszej
ilosci surowca niz jest dostepny (Lew i Mauch 2007).

W dalszej czesci artykutu rozwigzemy problem optymalnego wyboru przewoznikdw pewnego
surowca. Ustuga przewozu jest obarczona kosztem, natomiast koszt jest uzalezniony od tonazu
surowca; przewoznicy oferujg rézne ceny. Problem ten zostanie rozwigzany za pomocg dwdch
metod — metody wprost oraz programowania dynamicznego (problem optymalnego przydziatu).

Przyktad. Kopalnia chce dostarczy¢ 15 t surowca do fabryki. Obecnie na rynku znajduje sie
trzech przewoznikéw; kazdy z nich proponuje koszt przewozu uzalezniony od tonazu surowca
(tab. 1). Kopalnia moze zlozy¢ tylko po jednym zamdwieniu u kazdego z przewoznikéw. Problem
polega na wyborze takiego zamowienia, aby koszt przewozu byt optymalny.

Najnizszy koszt przewozu 15 t surowca wynosi 6600 zt, gdy przewoznik 1 przewiezie 5 t
surowca, przewoznik 2 — 2 t, a przewoznik 3 — 8 t.

Metoda wprost umozliwia poprawne rozwigzanie po rozpatrzeniu 240 przypadkow. W tej
metodzie analizowana jest kazda mozliwos¢ ztozenia zamowienia przewozu, nawet taka,
w ktérej suma przewozonych towardw jest mniejsza od 15 t. Ponizej przedstawiono sieci
obrazujgce sposob dziatania metodg wprost (rys. 1).

Przewoznik 1 Przewoznik 2 Przewoznik 3

Rys. 1. Sie¢ przedstawiajgca liczbe poréwnan w metodzie wprost
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Metoda wykorzystujgca programowanie dynamiczne umozliwia poprawne rozwigzanie
po 152 poréwnaniach, co oznacza koszt transportu 6600 zt dla przewoznikoéw 1, 2, 3 oraz
przewoz surowca o wadze odpowiednio 5, 2, 8 t. W rozpatrywanym przyktadzie dwie zmien-
ne rownania (1):

f(k’m):degl,,i,l,_l,m){c(k’d)+f(k+1’m_d)} (1)
majg nastepujacy interpretacje:

k —numer przewoznika, k£ =3,2,1;

m — pozostata liczba ton surowca do przewozu;

C(k,d) — koszt przewozu d ton surowca przez przewoznika k w etapie k.

Optymalne rozwigzanie to warto$¢ minimalna f'(1,15). Rozwigzywanie zaczynamy od ob-

liczenia kosztu przewozu pozostatej ilosci towaru przez przewoznika 3. Zatem korzystajgc
zréwnania (1) dla k=3 oraz k=2, otrzymujemy nastepujgce funkcje:

dla m=0

dla m=1

dla m=2

15 dla m=3
25 dla 4<m<5

0 da m=0 27 dla m=6
25 dla 1<m<5 30 dla m=7
f(3,m)= ig jia mi6 , f(2,m)=434 dla m=38
a m=7 38 dla m=9

34 dla - m=8 42 dla m=10
® daom=9 49 dia m=11
57 dla m=12

60 dla m=13

64 dla m=14

68 dla m=15

Przy czym wpisujemy symbol , ", jezeli nasza decyzja prowadzi do tgcznej ilosci przewozu
surowca powyzej wymaganych 15 t.
Zatem minimalna wartos¢ funkcji f(1,15) wynosi 66 — na podstawie réwnania Bellmana

(1). Dla potwierdzenia obliczmy wartosc:

£(1,15) = min{ C(1,0) + £(2,15), C(1,1) + £(2,14), C(1,2) +£(2,13),
C(1,3) +£(2,12), C(1,4) + £(2,11), C(1,5) + £(2,10), C(1,6) + £(2,9),
C(1,7) +£(2,8), C(1,8) + £(2,7),..., C(1,15) + £(2,0)} =
= min{68,70,69,71,68,66,67,67, ,...,0} = 66.
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Tabela 1. Problem transportowy

Przevl\C/oinik Waga towaru d [{] Koszt przewgzu C(k,d)
[setki zt]

0

6

9

14
19
24
29
33
0

5

8

15
30
38
0

25
27
30
34

ONOO OO WN-_20|NOOPDWN-O0O

W tabeli przedstawiono dane umowne.

WNIOSKI

Z przedstawionego przykfadu wynika, ze programowanie dynamiczne daje optymalne
rozwigzanie zadanego problemu przydziatu. Programowanie dynamiczne poprzez wybor,
w kazdym z etapow procesu rozwigzywania optymalnych wartosci, wymaga mniejszej liczby
poréwnan (iteracji) niz metoda oparta na znalezieniu wszystkich mozliwosci i wybraniu roz-
wigzania optymalnego. Istotne jest, aby stosowac takie metody, za pomoca ktérych otrzy-
mamy rozwigzanie optymalne, wykonujgc mniej obliczen.

Na podstawie przeprowadzonych badan mozemy stwierdzi¢, ze PD jest szybkg i doktad-
ng metodg rozwigzywania poszczegolnych zadan optymalizaciji.
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