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Summary. In the article author considers the situation in which several forecasts of the same
variable are available. The main problem is to select the best forecast. It enables us to create
new forecast — the combined forecast with the smallest variance of prediction error. The author
analyses two econometric methods of creating combined forecasts as a weighted average and
their properties. The author makes the suggestion of modification of variance—covariance
method and examines its efficiency in comparison with two basic methods.
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WSTEP

W sytuacji, gdy dostepne sg rézne prognozy tej samej zmiennej, wyznaczone na podsta-
wie modeli indywidualnych, mozna stworzy¢ prognoze ztozona, bedacy ich srednig arytme-
tyczng prostg lub wazong. Podstawowym zadaniem jest takie wyznaczenie wartosci wag, aby
otrzymana prognoza ztozona miata wieksza doktadno$c¢ niz jej prognozy sktadowe.

Rozwazania teoretyczne oraz badania empiryczne wskazujg, ze gdy wagi prognozy
ztozonej wyznaczone sg metodg wariancji—kowariancji, otrzymana prognoza wazona obar-
czona jest mniejszym btedem niz najlepsza z indywidualnych prognoz sktadowych. Ponie-
waz wagi wyznaczone metodg wariancji—kowariancji czesto nie spetniajg zatozeh niezbed-
nych do stworzenia prognozy ztozonej, w niniejszym artykule zaproponowano jej modyfika-
cje, opartg na zauwazonej przez autorke wtasnosci. llustracjg rozwazan o charakterze teo-
retycznym bedzie przyktad empiryczny, w ktérym doktadno$¢ ex post prognoz ztozonych
zostanie porownana z doktadnoscig prognoz sktadowych.

METODY

Niech fir, for, ..., fmr bedg réznymi, nieobcigzonymi prognozami zmiennej Y na okres 7.
Prognoza ztozona f.rzmiennej Y na okres T jest kombinacjg liniowg m prognoz indywidualnych:

Jar =2 2uf (1)
i=l1
przy warunkach:

izi =1 2)
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i=1,2, .., m.

Wariancja btedu prognozy ztozonej (1) jest minimalizowana dla wag A; oszacowanych
metodg wariancji—-kowariancji:

_ A -1
= I'Q‘]IQ | (4)
dla:
A 1 7-1
Q, == 2 e, (5)
gdzie:
A= [2,1 2,2 ﬂm]’,
i,j=1,2, .. m,

eir — btad prognozy f.

W przypadku, gdy co najmniej jedna z wartosci wag A; nie nalezy do przedziatu (0,1),
mozna zastosowac zblizong formute (Bates i Granger 1969), w ktdrej przyjmuje sie zatoze-
nie o zerowej korelacji pomiedzy btedami prognoz sktadowych:

b
ﬂ.* _ t=T—v (6)

Zauwazmy, ze wagi wyznaczone na podstawie wzoru (6) charakteryzuje przedstawiona
ponizej wkasnosc¢.

Dla dowolnych ustalonych wartosci i oraz k (i, k = 1, 2, ..., m), przy zatozeniu, ze
2, # 0, spetniony jest warunek:

£

A
A —L =const (7)
m>2 /'L

Dowodem jest zaleznos¢:
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CO oznacza, ze wartos¢ rozwazanego ilorazu jest stata niezaleznie od wartosci m.

Z przedstawionej wkasnoséci wynika, ze dysponujgc oszacowaniami wartosci wag ﬂ; dla

co najmniej 2 prognoz ztozonych bedgcych liniowymi kombinacjami par prognoz, mozna
wykorzystac je bezposrednio — bez ponownego stosowania wzoru (6) — do wyznaczenia
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oszacowan wag Aj prognoz ztozonych, bedacych kombinacjami wiekszej liczby prognoz
skladowych, w nastepujacy sposob:

1. Sposrod wszystkich dostepnych kombinacji par prognoz wybieramy te, w ktérych
powtarza sie prognoza fir— jest to (m—1) par fir, fir, gdzie: k € {1, 2,..., m}, i =12, ..., m,
izk m>3.

2. Kazdej kombinacji prognoz f;r, fir odpowiada para wag o wartosciach I—A;k ,A;k,

dla ktorej, gdy A;, #1, obliczamy iloraz:

£

j‘i k (8)
a, =—-
ki 1_ /ll.,k
3. Na podstawie przedstawionej wyzej wtasnosci rowniez:
A
a, =2 (9)
ki j«k

gdzie:
Aj, A,Z — wagi prognoz fr, fir W prognozie ztozonej bedacej kombinacjg liniowa m prog-

noz indywidualnych fir, o7, ..., fur-
Przeksztatcajac (9), otrzymujemy:

A =audy (10)
4. W prognozie ztozonej z m prognoz spetniony jest warunek (2), mamy wiec:
m+iﬁ=1

i#k
X, + ia,ﬂﬂi =1

=

i#k

i;(l+2aki):1
i=1
i#k

x 1

lk = m
1+ Zaki
i=1

i#k

(11)

W przedstawiony w powyzszym schemacie sposob, na podstawie wzoréw (8), (10) oraz
(11), mozna wyznaczy¢ oszacowania wartoéci wag Aj oraz ﬂ,z — bez stosowania wzoru (6)
— W prognozie ztozonej z m prognoz indywidualnych.

Na podstawie wyzej przedstawionej wtasnosci mozna sformutowac kolejny wniosek:
Dysponujgc oszacowaniami warto$ci wag okreslonych wzorem (6) dla prognozy ztozonej
bedacej liniowg kombinacjg co najmniej 3 prognoz, mozna wykorzystaé je bezposrednio —
bez ponownego stosowania wzoru (6) — do wyznaczenia oszacowan wag prognoz ziozo-
nych bedacych kombinacjami par prognoz w nastepujacy sposéb:

1. Niech 4;, 4, beda wagami prognoz f;r oraz fir W prognozie ztozonej bedacej kombi-

nacjq liniowg m prognoz indywidualnych, gdzie: k € {1, 2,..., m},i=1,2, ..., m,1# k, m > 3.
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2. Przy zatozZeniu, ze 1, # 0, obliczamy warto$¢ ay; — ilorazu wag A; oraz A, na pod-

stawie wzoru (9).
3. Na podstawie przedstawionej wyzej wtasnosci otrzymana warto$¢ ay; jest réwna ilo-
razowi wag I—A;k oraz A;k w prognozie ztozonej bedacej kombinacjg liniowa pary pro-

gnoz indywidualnych f;r oraz fir. Przeksztatcajac wzor (8), otrzymujemy:

j’j,k =ay (1 - j’j,k )

X, = (12)
5 1+4ay
Stad:
=g, =1 (13)
5 1+ay

W przedstawiony w powyzszym schemacie sposob, na podstawie wzoréw (9), (12) oraz
(13), mozna, bez stosowania wzoru (6), wyznaczy¢ oszacowania warto$ci wag w prognozie
ztozonej z 2 prognoz indywidualnych.

Wartosci wag interpretowa¢ mozna jako procentowe udziaty odpowiadajgcych im pro-
gnoz sktadowych w prognozie ztozonej. Spetnienie wyzej opisanej wtasnosci oznacza, ze
stosunek udziatéw pary dowolnych ustalonych prognoz indywidualnych w prognozie ztozo-
nej jest staly we wszystkich prognozach zlozonych z wagami 4;, niezaleznie od liczby ich
prognoz sktadowych. Proponowana modyfikacja metody wariancji—kowariancji polega na
zachowaniu statosci tego stosunku dla wybranych prognoz ztozonych z wagami otrzyma-
nymi na podstawie wzoru (4). W przypadkach, w ktérych oceny wartosci wag A;, uzyskane
za pomocg metody wariancji—kowarianciji, nie spetniajg warunku (3), mozna wyznaczy¢ je
sposobami przedstawionymi w powyzszych schematach, wstawiajac do wzoréw (10) i (11)
oraz (12) i (13) w miejsce 1; wybrane wagi A; spetniajace zatozenie (2) oraz:

0<1;<1 (14)

MATERIAL, WYNIKI | DYSKUSJA

Modelowaniu predyktywnemu i prognozowaniu poddano ksztattowanie sie stanéw depozy-
tow terminowych w banku X. Ksztattowanie sie danych empirycznych przedstawiono na rys.1.

W procesie predykcji wykorzystano modele szeregu czasowego. Okres estymacyjny
obejmowat 89 obserwacji. Na podstawie 4 modeli indywidualnych, o najlepszych wtasnos-
ciach predyktywnych:

— z liniowg funkcjg trendu (ML),

— z kwadratowg funkcjg trendu (MK),

— z wykfadniczg funkcjg trendu stopnia drugiego (MWK),

— z wykfadniczg funkcjg trendu stopnia trzeciego (MWT).
wyznaczono prognozy ex post (odpowiednio: fi,, f2s, f31, f4) na 9 kolejnych okreséw. W na-
stepnych badaniach prognozy te postuzyly do wyznaczenia wag oraz prognoz ztozonych.
Do oszacowania wartosci wag wykorzystano prognozy indywidualne z okreséw ¢ = 90,
91,..., 95, natomiast prognozy z okreséw ¢ = 96, 97, 98 stanowity prognozy sktadowe pro-
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gnoz ztozonych. Srednie absolutne bedy procentowe MAPE (ang. mean absolute percen-
tage error) prognoz indywidualnych przedstawiono w tab. 1.
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Rys. 1. Ksztattowanie sie stanéw depozytéow terminowych w banku X

Tabela 1. Srednie absolutne btedy procentowe prognoz indywidualnych

Prognoza MAPE [%] MAPE [%]
(dlat=90, 91, ..., 95) (dla t = 96, 97, 98)

Sie 3,15 2,62

Fo 1,12 2,13

fu 7,47 12,01

fu 11,45 15,79

Rozpatrzono 11 przypadkdéw prognoz ztozonych bedacych $rednimi wazonymi 2, 3 oraz
4 indywidualnych prognoz sktadowych. Dla kazdej kombinacji prognoz sktadowych wyzna-
czono ich wagi za pomocg trzech metod: Batesa-Grangera (BG), wariancji—kowariancji (VC)
oraz jej modyfikacji (MOD) opartej na wyzej opisanej wtasnosci. Otrzymane oszacowania
wartosci wag przedstawiono w tab. 2.

Analizujac wyniki zestawione w tab. 2, mozna zauwazy¢, ze w 6 przypadkach wartosci
wag, uzyskane metodg wariancji—kowariancji, nie nalezaty do przedziatu (0,1). Nie mozna
byto zatem na ich podstawie wyznaczy¢ prognoz ztozonych. Dla tych modeli zastosowano
wiec zaproponowang modyfikacje metody VC. Wartos$ci ay;, okreslone wzorami (8) oraz (9),
wyznaczono na podstawie wybranych kombinacji prognoz sktadowych, dla ktérych oszaco-
wania wag, otrzymanych na podstawie wzoru (4), spetialy zatozenie (14). Dodatkowe kry-
terium wyboru stanowit warunek, aby w wybranych modelach w dowolnych ukfadach kom-
binacji wystepowaly wszystkie prognozy indywidualne; wybrano oszacowania wag dla pro-
gnoz ztozonych fi3 oraz f12a.
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W celach poréwnawczych wyznaczono réwniez prognozy ztozone bedgce prostymi
$rednimi arytmetycznymi (AM), w ktérych wszystkie wagi sg jednakowe. Srednie absolutne
btedy procentowe otrzymanych prognoz ztozonych przedstawiono w tab. 3.

Tabela 2. Oszacowania wartosci wag

Prognoza Wagi
ztozona VC MOD BG
0,002 0,184 0,056
fre 0,998 0,816 0,944
0,702 0,702 0,847
Sz 0,298 0,298 0,153
>1 0,787 0,932
Ss <0 0,213 0,068
>1 0,912 0,989
S <0 0,088 0,011
>1 0,942 0,995
S <0 0,058 0,005
>1 0,610 0,714
S <0 0,390 0,286
0,636 0,172 0,055
JSi3 0,104 0,755 0,935
0,260 0,073 0,010
0,177 0,177 0,055
fiou 0,775 0,775 0,940
0,048 0,048 0,005
0,735 0,590 0,792
S 0,201 0,250 0,143
0,064 0,160 0,065
>1 0,863 0,985
Jaa <0 0,083 0,010
<0 0,054 0,005
>1 0,164 0,055
>1 0,720 0,931
Jizsa <0 0,071 0,010
<0 0,045 0,004

Jij— prognoza ztozona, ktérej prognozami sktadowymi sg prognozy f; oraz f.

Analizujac informacje zawarte w tab. 2 i 3, mozna zauwazy¢, ze w 6 przypadkach,
w ktérych wagi wyznaczone metodg VC nie spetniaty zatozenia (3), w zwigzku z czym nie
mozna byto na ich podstawie wyznaczy¢ prognoz ztozonych. Wagi wyznaczone metodg
zmodyfikowang zawsze je spetniaty, generujgc prognozy ztozone o btedach mniejszych niz
indywidualne prognozy sktadowe.
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W pozostatych 3 modelach (poza wybranymi i niepodlegajacymi modyfikacji f13 oraz
f12:), w ktorych istnialy nieujemne oszacowania wartosci wag metodg VC, dla obu metod VC
i MOD uzyskano zblizone wyniki, a wszystkie prognozy ztozone charakteryzowaty sie bte-
dami mniejszymi niz indywidualne prognozy skfadowe.

Tabela 3. Srednie absolutne btedy procentowe prognoz ztozonych

Prognoza MAPE [%]

ztozona AM VC MOD BG
Ji2 2,04 2,08 1,76 1,98
i3 4,70 2,00 2,00 2,26
fia 6,32 - 2,07 2,24
S 7,07 - 1,99 2,23
Jfra 7,69 - 1,87 2,20
Sra 12,63 - 11,40 13,64
Sfi23 3,84 1,97 1,90 2,01
Sfi24 3,68 1,85 1,85 2,00
Si34 6,97 2,00 2,20 1,84
Saza 8,55 - 2,01 2,31
Si23a 5,19 - 2,00 2,04

Pogrubiong czcionkg wyrézniono btedy prognoz ztozonych mniejsze od btedéw ich prognoz sktadowych.

Poréwnujac przecietne wzgledne bledy prognoz ztozonych z wagami wyznaczonymi za
pomocg metod VC oraz BG, mozna zauwazy¢, ze w kilku przypadkach nieuwzglednienie
korelacji prognoz sktadowych nieznacznie pogorszyto doktadnos¢ prognoz ztozonych.

Poréwnujac doktadnos¢ prognoz ztozonych, wyznaczonych za pomoca wszystkich
4 metod, mozna stwierdzi¢, ze zdecydowanie najmniejszg dokladnoscig charakteryzujg sie
prognozy bedace prostymi srednimi arytmetycznymi, w ktérych a priori przyjmuje sie wszyst-
kie wagi réwne.

PODSUMOWANIE

W sytuacji, gdy dostepne sg rézne prognozy tej samej zmiennej, mozna utworzyé pro-
gnoze zlozong, bedacg ich srednig wazong. Wagi prognozy ztozonej wyznaczyé mozna
metodg wariancji—kowariancji; otrzymana na ich podstawie prognoza wazona obarczona
jest mniejszym btedem niz indywidualne prognozy sktadowe. Poniewaz wagi wyznaczone
metodg VC czesto nie spetniajg zatozen niezbednych do stworzenia prognozy ztozonej,
w niniejszym artykule zaproponowano jej modyfikacje, opartg na zauwazonej wtasnosci.

Poroéwnujac doktadnos¢ prognoz ztozonych z wagami wyznaczonymi metoda wariancji—ko-
wariancji oraz jej modyfikacji, mozna zauwazy¢, ze w wiekszosci przypadkdéw lepsze wyniki
uzyskano dla zaproponowanej modyfikacji. Nalezy podkre$li¢, ze sprawdza sie ona w sytu-
acji, gdy zawodzi metoda podstawowa — zawsze generuje wagi spetniajgce zatozenie
0 przynaleznosci do przedziatu (0,1), a utworzone na jej podstawie prognozy ztozone obar-
czone sg btedami mniejszymi niz btedy ich prognoz sktadowych.
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