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Summary. In the paper, the author presents modification of Bates-Granger’'s method estima-
tion the weights of combined forecasts. The illustration of theoretical considerations is the em-
pirical example, in which individual and combined forecasts calculates for economic variable
with seasonal fluctations. The accuracy of combined forecasts compares with accuracy of
arithmetic mean of their component forecasts.
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WSTEP

W literaturze ekonometrycznej poswieconej prognozowaniu dominuje podejscie polegajace
na dazeniu do wyboru najlepszej metody predykcji lub najlepszego predyktora. Jednak nie zaw-
sze w sposOb jednoznaczny mozna tego dokonaé, a odrzucone prognozy mogg zawiera¢ uzy-
teczne, niezalezne informacje. Wykorzystanie mozliwie najwiekszego zasobu dostepnych infor-
macji jest mozliwe dzieki utworzeniu nowej prognozy — prognozy ztozonej bedacej kombinacjg
dostepnych prognoz indywidualnych. Wyznaczenie prognozy ziozonej wykorzystujacej informacije
zawarte w kilku prognozach pozwala na zmniejszenie btedu otrzymanej prognozy i minimalizuje
ryzyko decyzji podejmowanych na jej podstawie (Greszta i Maciejewski 2005).

W niniejszym artykule zostanie przedstawiona modyfikacja metody Batesa—Grangera
stosowanej do wyznaczania wag prognoz ztozonych. W toku badan empirycznych zostanie
zweryfikowana hipoteza mdwigca, ze prognozy otrzymane za pomocg zaproponowanej
metody charakteryzujg sie wiekszg doktadnoscig niz prognozy zlozone z wagami wyzna-
czonymi z wykorzystaniem metody Batesa—Grangera oraz prognozy przecietne bedace
$rednimi arytmetycznymi prognoz indywidualnych.

METODY BADAWCZE

Prognoza ztozona (ang. combined forecast), bedaca liniowg kombinacjg m prognoz in-
dywidualnych, ma postac:

m
for = El/]i fir 1)
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przy zatozeniu:

S =1 (2)

gdzie:
=12, ..., m(m=2),
f.r — prognoza ztozona warto$ci zmiennej Y w okresie T,
fir — i-ta prognoza indywidualna warto$ci zmiennej Y w okresie T,
/J; —waga i-tej prognozy indywidualnej.

Idee wyznaczania prognozy zlozonej, bedacej srednig wazong pary prognoz nieobcigzonych
przedstawili Bates i Granger (1969). W ogdlnym przypadku wagi wyznaczone za pomoca me-
tody Batesa—Grangera (BG) dane sg wzorem:

o, B
/]i = m : >\ (3)
2.\0;
j=1
gdzie:
oiz — wariancja i-tej prognozy indywidualnej.

Wagi dane powyzszym wzorem wyznacza sie przy zatozeniu zerowej korelacji pomiedzy
btedami indywidualnych prognoz bedacych skiadowymi prognozy ztozonej. Przyjmujg one
zawsze nieujemne wartosci zawierajace sie w przedziale (0,1).

W praktyce wariancje prognoz sktadowych nie sg znane, ale ich wartosci mozna estymo-
wac. Szacujgc wariancje prognoz indywidualnych na podstawie préby, otrzymujemy estymatory
wag o postaci (Granger i Newbold 1974):

T1 ,\7*
(2]
A :t-l—_1 (4)
miT-1 5
e
= t=1
gdzie:

t=1,2, ..., T-1,
&; — btad ex post i-tej wygastej prognozy indywidualnej w okresie t.

Szacujac wagi na podstawie powyzszego wzoru, wyznacza sie je de facto na podstawie
unormowanych wartosci odwrotnosci ocen $redniokwadratowych bleddéw prognoz ex post
(Dittmann i in. 2009):

. (msg)”
i _m(—) )

U=

j=1
gdzie:
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MSE - ocena $redniokwadratowego btedu prognoz ex post sporzadzonych i-tg metoda,
M- liczba metod zastosowanych do sporzadzenia prognoz indywidualnych.

Zawadzki (1996) zaproponowat, aby do szacowania warto$ci wag prognoz ztozonych wyko-
rzystywac rowniez reszty wyznaczone w procesie estymacji modeli indywidualnych. Przyjmujac
zatem we wzorze (4) w miejsce ocen bledow prognoz ex post wartosci reszt modeli indywidu-
alnych, a nastepnie dokonujac prostych przeksztatcen, otrzymamy:

§ -1 _
L 3] (s o

m(T-1 <1 om 2\1
z(z e,-tzj Z(Sje j
=1\ t=1 j=1

gt — reszta i-tego modelu indywidualnego w okresie t,

gdzie:

2 . , : ,
S. —Wwariancja resztowa i-tego modelu indywidualnego.

Wagi wyznaczone na podstawie wzoru (6) sa unormowanymi wartosciami odwrotno$ci kla-
sycznych wariancji reszt (lub skorygowanych, gdy modele indywidualne majag takg samg liczbe
parametrow).

W przypadku, gdy prognozowana zmienna Y charakteryzuje sie wystepowaniem wahan se-
zonowych, mozna zaproponowa¢ modyfikacje metody BG polegajaca na wykorzystaniu jej do
szacowania wag w okresach jednoimiennych (BG;j). Wagi prognozy zlozonej sg wowczas wy-
znaczane na podstawie obserwacji pochodzacych wytgcznie z tych samych sezonéw kolejnych
cykli wahan. Przeksztalcony wzor Batesa i Grangera przyjmuje wtedy postac:

L\t
A L ot (7)
5 5e,,?)
j=N\I=1 "
dla:
t,, =k+K(-1) (8)
gdzie:

6t — btad ex post i-tej wygastej prognozy indywidualnej lub reszta i-tego modelu in-
dywidualnego w okresie t,

K — numer sezonu w cyklu (k =1, 2,..., K),

K — liczba sezon6w tworzacych cykl,

| —numercyklu (I =1, 2,..., b,

L — liczba okres6w jednoimiennych (sezonéw) w szeregu czasowym (liczba cykli).

Prognoza zlozona z wagami wyznaczonymi na podstawie wzordw (7) i (8) ma postac:

m A~
fer = E]_Aik fir, )
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gdzie:
T, =k+KL (10)

MATERIAL BADAWCZY

Modelowaniu predyktywnemu i prognozowaniu poddano koszty catkowite produkcji be-
tonu komorkowego (KB) w przedsiebiorstwie A. Ksztaltowanie sie warto$ci zmiennej KB
(w tys. zt) w okresie 60 miesiecy przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Ksztaltowanie sie zmiennej KB

Zmiennymi objasniajacymi w modelach przyczynowo-opisowych byly zmienne PB oraz
SB przedstawiajace, odpowiednio, produkcje oraz sprzedaz betonu komorkowego w przed-
siebiorstwie A. Zmienna KB oraz jej zmienne objasniajace charakteryzowaly sie wystepo-
waniem wahan sezonowych o r6znym natezeniu. W tabeli 1 zestawiono oceny wskaznikdw
sezonowosci badanych zmiennych wyznaczone dla okresu estymacyjnego t=1, 2, ..., 36
przy zatozeniu multiplikatywnego charakteru wahan sezonowych.

Zmienna prognozowana KB charakteryzuje sie silnym natezeniem sezonowosci — rézni-
ca pomiedzy maksymalng i minimalng wartoscig ocen wskaznikbw sezonowosci wynosi dla
niej 55,42 punktu procentowego. Zmienne objasniajgce PB oraz SB charakteryzujg sie bar-
dzo silnym natezeniem sezonowosci; amplitudy ocen ich wskaznikbw sezonowosci wyno-
szg, odpowiednio, 93,40 p.p. oraz 81,63 p.p.

Zmienne KB oraz SB swoje ekstrema sezonowe o0siggajg dla tych samych miesiecy —
maksimum dla pazdziernika, a minimum dla lutego. Zmienna PB maksimum sezonowe réw-
niez przyjmuje dla pazdziernika, natomiast minimum dla stycznia.
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Tabela 1. Oceny wskaznikdw sezonowosci zmiennych KB, PB i SB w okresie estymacyjnym

t=1,2,..,36
Miesigc KB PB SB
| 73,98 47,20 75,51
Il 73,55 51,68 57,36
11 77,03 56,65 69,15
[\ 79,48 83,79 74,25
\ 91,67 109,25 100,36
VI 102,32 110,30 112,16
VIl 113,11 126,04 121,88
VI 120,20 126,25 123,08
IX 119,07 135,92 131,63
X 128,97 140,60 138,99
Xl 118,84 108,65 109,42
XII 101,77 103,67 86,20
max — min 55,42 93,40 81,63

PREZENTACJA | OCENA WYNIKOW BADA N

Podczas pierwszego etapu badan, na podstawie danych pochodzacych z okresu esty-
macyjnego obejmujacego 48 obserwacji, o0szacowano modele nalezgce do szesciu klas:

— klasyczne modele szeregu czasowego (MK),

— hierarchiczne modele szeregu czasowego (H),

— klasyczne modele przyczynowo-opisowe (P),

— hierarchiczne modele przyczynowo-opisowe (PH),

- modele Holta—Wintersa (HWin),

— sztuczne sieci neuronowe (ANN).

W zaleznosci od klasy modeli oszacowane réwnania réznity sie: zmienng objasniajaca,
analityczng postacig trendu, rodzajem wahan sezonowych, wielkosciami statych wygtadza-
nia lub strukturg sieci neuronowych.

W trakcie kolejnego etapu, na podstawie oszacowanych modeli, wyznaczono prognozy
wygaste dla horyzontu dwunastomiesiecznego i poddano analizie ich doktadnosé.

Nastepnie z kazdej z szesciu klas oszacowanych modeli wybrano po jednym modelu
0 najlepszych wiasnosciach predyktywnych; byty to: MKtp, H62tp, Ptsp/SP, PH26tsp/SP,
HWin117 oraz ANN/SP (gdzie: t — trend liniowy, s — state parametry przy zmiennej objasnia-
jacej, p — periodyczny skladnik sezonowy).

Na podstawie wybranych modeli wyznaczono prognozy ex post (odpowiednio: f;;, f;, f;;,
fir, f5r, fgr) dlat=49, 50, ..., 60. Stanowity one prognozy sktadowe prognoz ztozonych okre-

$lonych wzorem (1) dla m = 2, 3, ..., 6. Oceny przecietnych wzglednych btedow (MAPEg_¢0)
prognoz skfadowych zestawiono w tabeli 2.
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Tabela 2. Oceny btedéw prognoz sktadowych

Prognoza sktadowa MAPE 49_60 (%)
f1 13,04
f, 13.49
f, 542
f, 562
fs 7,60
fe 8,83

2) \3) \4) |5) |6

kombinacji m prognoz sktadowych i dla kazdej z nich wyznaczono wagi za pomocg metody
Batesa—Grangera (BG) oraz jej modyfikacji (mBG). Do oszacowania wag wykorzystano
wartosci reszt modeli indywidualnych, na podstawie ktérych wyznaczono prognozy skfado-
we. Zastosowanie metody mBG wigzato sie z wyznaczeniem wag dla kazdego z 12 sezo-
néw cyklu wahan zmiennej KB, zatem ze wzgledu na obszerno$é wynikéw w tabeli 3 przed-

Podczas kolejnego etapu utworzono (6j + (6) + (6) + (6j + (6) =15+20+15+6+1=57

stawiono otrzymane wartosci wag dla wybranych kombinacji prognoz sktadowych.

Tabela 3. Wartosci wag dla kombinaciji f1, oraz fisasss

f12 f123456
Metoda
A Ay A Ay A3 A s Ao
BG 0,554 0,446/ 0,132 0,093 0,391 0,226 0,054 0,104
0,549 0,451| 0,190/ 0,503 0,141 0,045 0,114 0,008
0,517| 0,483| 0,123 0,089 0,326 0,268 0,025 0,169
0,553| 0,447| 0,071 0,055 0,344 0,353 0,049 0,128
0,550/ 0,450/ 0,062 0,056 0,316 0,210 0,022 0,334
0,608/ 0,392| 0,359| 0,215 0,192 0,111 0,057 0,066
mBG 0,553| 0,447| 0,034/ 0,023 0,765 0,087 0,034 0,056
0,527| 0,473| 0,057 0,060 0,710 0,101 0,015 0,057
0,526/ 0,474| 0,102 0,077 0,235 0,196 0,027 0,363
0,508 0,492| 0,079 0,098 0,323 0,267 0,140 0,093
0,512| 0,488/ 0,099 0,081 0,397 0,308 0,047 0,067
0,671 0,329| 0,190| 0,114 0,354 0,211 0,081 0,051
0,552| 0,448/ 0,076 0,042 0,269 0,161 0,041 0,411

Pogrubiong czcionkg zaznaczono ekstremalne wartosci wag sezonowych.

Analizujgc informacje zawarte w tabeli 3, mozna zauwazyé, ze wartosci wag sezono-
wych wyznaczonych za pomocg metody mBG wykazujg znaczne zréznicowanie w stosunku
do ocen wag otrzymanych metodg BG na podstawie wszystkich obserwacji. W przypadku
kombinaciji f;, ekstremalne warto$ci wag sezonowych réznig sie o £0,046 i +0,117 od warto-
§ci wag wyznaczonych za pomocg metody BG, natomiast dla kombinacji wszystkich sze-
§ciu prognoz indywidualnych roznice te siegaja od —0,250 dla prognozy sktadowej f; do
0,410 dla f».

Podczas ostathiego etapu badanh dla kazdej z 57 kombinacji prognhoz sktadowych wyzna-
czono prognozy zlozone z wagami otrzymanymi na podstawie metod BG oraz mBG.
W celach poréwnawczych wyznaczono rowniez prognozy przecietne, to jest prognozy ztozo-
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ne bedace srednimi arytmetycznymi prognoz sktadowych (AM). Oceny przecietnych wzgled-
nych btedow (MAPE.y_g0) Wyznaczonych prognoz ztozonych (Fc) zestawiono w tabeli 4.

Tabela 4. Oceny bledoéw MAPE44_¢o prognoz ztozonych (w %)

Fc | AM | BG |mBG| Fc | AM | BG | mBG | Fc AM BG | mBG
1 13,07| 13,05 13,04f;3 766| 6,43 6,381 9,24| 854 8,04
13 8,98| 7,07 6,28|f1s 8,26| 6,87  7,06|f10s6 8,05| 7,23 6,12
f1q 8,94 7,67 7,37|fiss 6,58| 5,98  5,46]fs 8,35| 8,75 7,52
f1s 10,10| 11,25| 10,83|f.4s 8,22 755  7,91|fias 7,33| 6,41 6,44
1 7,41 7,56| 7,55|fus 6,53| 6,12  5,72|f1346 6,13| 5,71 5,01
o 9,08] 6,90 6,63|f1s6 7,10 7,67  7,93|fiss 6,55 6,09 5,56
g 9,20 7,48 7,33|frm 7,77 6,28  6,21|f14s 6,52 6,41 6,04
fos 9,88 10,60| 10,48|fsss 8,12| 6,56|  6,55|fps 7,16 6,15 6,07
o 7,49 7,14| 6,820 6,70| 5,85 4,95/ 6,30 5,61 4,58
faq 530 5,32 5,22fus 8,04 712  7,14|fxs6 6,59| 5,76 5,07
fas 598 533 5,15|fu 6,72| 596 5,02|frss 6,56| 5,98 5,47
fas 416 4,45 4,86]f, 7,15 7,06]  6,81|fs4s6 476] 472 4,28
fas 591 543 5,37|fus 553 526 5,34|f10s 8,27| 7,03 6,99
fa 3,99 421 4,23|fas 419 4,66  4,31|f1o0 7,50 6,43 5,46
fsg 561 5,82 5,85|fss 476] 4,69  4,52|f1005 7,66] 6,81 6,02
fis | 10,32 7,98] 7,87|fuss 472] 450  4,40|f100s 764 7,27 6,63
fa | 10,34| 8,65| 8,29(f105 8,90 7,12  7,04|f1as6 6,21 5,77 5,39
fis | 10,83| 11,60| 11,38 f10ss 9,23 7,71 7,37 |fous6 6,24| 5,56 5,03
106 9,04] 892 7,08f1s 8,07| 6,93]  5,60|fiz5s6 7,19 6,41 5,86

Pogrubiong czcionkg zaznaczono nizsze oceny btedéw prognoz ztozonych otrzymanych mBG od uzyskanych BG.

Analizujgc informacje zawarte w tabeli 4, mozna zauwazy¢, ze w przypadku kombinaciji
51 6 prognoz indywidualnych wszystkie prognozy ztozone z wagami wyznaczonymi za po-
moca zaproponowanej modyfikacji metody Batesa—Grangera charakteryzujg sie wyzszg
doktadnoscig niz prognozy ztozone z wagami otrzymanymi z wykorzystaniem metody BG.
Dla pozostatych wartosci m = 2, 3, 4 wyzszg dokladnoscig réwniez charakteryzuje sie wiek-
szo$¢ (odpowiednio: 80%, 75% oraz 93,3%) prognoz ziozonych z wagami wyznaczonymi
z uzyciem metody mBG.

Dokfadnos¢ wyznaczonych prognoz ziozonych poréwnano takze z doktadnoscig pro-
gnoz przecietnych bedacych $rednimi arytmetycznymi tych samych prognoz sktadowych
(Armstrong 2001, Greszta i Maciejewski 2005). Na podstawie informacji zawartych w tabeli
4 wyznaczono wartosci odsetka prognoz ztozonych o btedach mniejszych od btedéw pro-
gnhoz przecietnych. Wartosci tego odsetka zostaty zestawione w tabeli 5.

Tabela 5. Odsetek prognoz ztozonych o btedach mniejszych od bledéw prognoz przecietnych

Metoda m=2 m=3 m=4 m=5 m=26 m=2-6
BG 53,3 85,0 93,3 100,0 100,0 80,7
mBG 60,0 85,0 100,0 100,0 100,0 84,2
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Analizujac informacje zawarte w ostatniej kolumnie tabeli 5, mozna zauwazy¢, ze odse-
tek prognoz ztozonych o btedach mniejszych od btedéw prognoz przecietnych jest bardzo
wysoki dla obu metod — przekracza 80%, co oznacza, ze wiekszo$¢ prognoz ztozonych byta
bardziej trafna niz prognozy przecietne bedace srednimi arytmetycznymi tych samych pro-
gnoz sktadowych. Z poréwnania odsetka dla obu metod wynika natomiast, ze wyzsze war-
tosci otrzymano dla zaproponowanej modyfikacji metody Batesa—Grangera (o 3,5 punktu
procentowego).

Dla poszczego6lnych warto$ci m wyzsze wartosci odsetka dla prognoz ztozonych z wa-
gami wyznaczonymi za pomoca mBG otrzymano w przypadku kombinacji dwdch i czterech
prognoz indywidualnych. Réznica odsetka dla obu metod wynosi wowczas 6,7 punktu pro-
centowego. W przypadku pozostatych m wartosci odsetka sag jednakowe.

Z informacji zawartych w tabeli 5 wynika ponadto, ze odsetek prognoz ziozonych z wa-
gami wyznaczonymi za pomocg metod BG i mBG rosnie wraz ze zwiekszaniem liczby pro-
gnoz sktadowych w kombinacji. W przypadku m =5 i m = 6 warto$ci odsetka dla obu metod
wynoszg 100%, co oznacza, ze wszystkie prognozy ztozone wyznaczone za ich pomoca
charakteryzowaly sie wyzsza dokladnoscig niz prognozy przecietne. W przypadku metody
mMBG sytuacja taka zachodzi réwniez dla kombinacji czterech prognoz indywidualnych.

Przeprowadzone badania empiryczne potwierdzity przydatno$¢ zaproponowanej modyfi-
kacji metody Batesa—Grangera do wyznaczania wag prognoz ziozonych. Dla kombinacji co
najmniej czterech prognoz indywidualnych wszystkie prognozy zlozone otrzymane za jej po-
moca okazaly sie bardziej trafne niz prognozy przecietne. Ponadto w wiekszosci przypadkdéw
(dla kombinacji pieciu lub szeéciu prognoz indywidualnych we wszystkich przypadkach) me-
toda mBG dafa prognozy ztozone o nizszych btedach niz uzyskane za pomoca metody BG,
co wskazuje na zasadnos¢ szacowania wag dla okresow jednoimiennych w sytuacji, gdy
zmienna prognozowana charakteryzuje sie wystepowaniem wahan sezonowych.
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