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Summary. The article raises the problem of evaluation of the accuracy of the quantitative
forecasts by selected measures of ex-post errors and also shows how to use them to determine
the combined forecasts. An illustration of theoretical considerations is empirical example, which
sets the individual and combined forecasts of microeconomic variable characterized by the
presence of seasonal fluctuations. Weights of combined forecasts are estimated by optimization
relative ex-post measures (MAPE and wMAPE) and the classic method of variance-covariance.
The study indicates that, in the prevalence of moderate seasonal fluctuations, classic measure
is a better criterion for assessing forecast accuracy than the weighted measure. In addition,
most of forecasts combination obtained by minimizing the measure wMAPE has a higher
accuracy than individual forecasts and combination determined by other methods.
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WSTEP

Wyznaczenie prognozy wymaga wykonania wielu czynnosci sktadajgcych sie na ogodlny
schemat tzw. postepowania prognostycznego. Poszczegdlne etapy powinny by¢ realizowane
w okreslonej kolejnosci — poczgwszy od sformutowania zadania prognostycznego, na ocenie
trafno$ci prognozy konczac (zob. Dittmann 2003; Prognozowanie gospodarcze 2005).
Trafnos¢ prognoz ilosciowych okresla sie gtéwnie za pomocg miernikdw bteddw ex post.
Najczesciej wykorzystywany jest miernik wzgledny MAPE. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze
jest on wrazliwy na wahania sezonowe prognozowanej zmiennej, zwlaszcza te o silnym
natezeniu. W takim przypadku Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki (2012) do oceny trafnosci
prognoz proponujg stosowanie wazonego miernika wzglednego WMAPE (zob. réwniez
Oesterreich 2015).

Informacje o ksztaltowaniu sie bledow ex post prognoz indywidualnych mozna takze
wykorzysta¢ do szacowania wag prognoz kombinowanych. W artykule przedstawiony zostanie
przyktad empiryczny, w ktorym zostang wyznaczone prognozy zmiennej charakteryzujgcej sie
wystepowaniem wahan sezonowych o umiarkowanym natezeniu. Wagi prognoz kombinowanych
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oszacowane zostang metodg optymalizacji obu miernikow wzglednych oraz klasyczng
metodg wariancji—kowariancji. W toku badan zweryfikowana zostanie hipoteza mowigca
o tym, ze prognozy otrzymane w wyniku optymalizacji miernika wMAPE charakteryzujg sie
wigkszg trafnoscig niz prognozy indywidualne oraz prognozy kombinowane, wyznaczane za
pomocg pozostatych metod.

METODY

Po przeprowadzeniu pomiaru rzeczywistej wartosci prognozowanej zmiennej wyznacza sie
zrealizowany btad prognozy (btgd ex post), a jego warto$¢ oblicza sie dla kazdego okresu /
/ momentu t na podstawie wzoru:

e =y, —f (1)
gdzie:

y, — realizacja prognozowanej zmiennej Y w okresie / momencie t (t=n+1,n+ 2, ..., n +j),
f, —warto$¢ prognozy zmiennej Y na okres / moment .

Na podstawie btedéw prognoz ex post, oszacowanych dla kolejnych okreséw, wyznacza
sie btedy $rednie, charakteryzujgce przedziat empirycznej weryfikacji prognoz za pomocg
jednej liczby (zob. Zelias 1997; Zatuska 2000; Kwiatkowska-Ciotucha i Zatuska 2002;
Dittman 2003). Najczesciej stosowang syntetyczng miarg jakosci prognoz ex post jest
miernik wzgledny:

mape - 13 ogq, )

_/ t=n+1 yt

Jest to tzw. $redni absolutny btgd procentowy (mean absolute percentage error). Informuje
on, o ile procent Srednio prognozy odchylajg sie od rzeczywistych wartosci prognozowanej
zmiennej. Cechuje go tatwos¢ zrozumienia i interpretacji uzyskanych wynikéw oraz duza
przydatnos¢ decyzyjna (Armstrong i Collopy 1992). Miernik ten jest jednak wrazliwy na mate
wartosci prognozowanej zmiennej, przy takim samym module wartosci zrealizowanego btedu
ex post, wystepujgcego w liczniku wzoru (2), wyzej ocenia prognozy przeszacowane niz
niedoszacowane. Aby unikng¢ tego problemu w przypadku prognozowanej zmiennej z
wahaniami sezonowymi, Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki (2012) proponujg stosowanie
wazonego miernika wzglednego:

WMAPE = 3 Uyt — | "fy,)-mO% 3)

t=n-+1 t=n+1

Oba mierniki wzgledne mozna réwniez wykorzysta¢ do oceny trafnosci prognoz
kombinowanych, a takze do wyznaczenia ich wag. Prognoza kombinowana ma postac
sredniej wazone;j:

ch = ZMT (4)
i=1

gdzie:
i=1,2,..,m(m2>2),
m — liczba prognoz sktadowych prognozy kombinowanej,
fir — I-ta prognoza indywidualna zmiennej Y na okres / moment T (T > n),
i —waga i-tej prognozy indywidualnej (0 <4,<1).
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Klasyczna metoda szacowania wag prognozy (4) — metoda wariancji-kowariancji (VC),
zaproponowana przez Batesa i Grangera (1969), a uogdlniona przez Grangera i Newbolda
(1974), polega na minimalizacji wariancji btedu prognozy kombinowanej (4). Szacujac
macierz wariancji—kowariancji 2 na probie, otrzymujemy estymator wektora wspotczynnikéw
kombinacji o postaci:

>

A== 5
i's7i ®)
gdzie:
R T-1
X, = zeite/’t (6)
t=T—k
A=y Ay oA,
i=p 1 ... 1,
j=1,2, ..., m,

er— btad ex post prognozy fir.

Kazmierska-Zaton i Zaton (2010) zaproponowali, aby wagi prognozy kombinowane;j
oszacowaC w procesie minimalizacji wartosci jej btedu ex post lub optymalizacji innego
przyjetego kryterium. W przedstawionym w cytowanej pracy przyktadzie empirycznym
zastosowano miedzy innymi metode minimalizacji miernika wzglednego MAPE.

Zadanie optymalizacji jednokryterialnej dla prognozy f.r mozna zapisa¢ w postaci:

kl(f, in| lub 7
(£ (1)) -> min b max) )
przy warunkach:
0<A, <1 (i=12..,m)
i}“i =1 ®)
i=1
gdzie

k — funkcja celu (kryterium oceny jakosci prognozy kombinowanej),

(1) — wygasta prognoza kombinowana na okres / moment t o nieznanych wagach 4;

t=n+1,n+2,.., T,

A — wektor szukanych wag,

n — liczba obserwacji wykorzystanych do budowy indywidualnych modeli prognostycznych.

Warunki ograniczajgce (8) definiujg zbiér dopuszczalnych decyzji (wartosci poszukiwanych

wag). Decyzje nalezgce do tego zbioru sg oceniane na podstawie wartosci funkcji celu, ktorg
stanowi wybrane kryterium oceny jako$ci prognozy kombinowanej. Argumentem funkgciji celu jest
prognoza kombinowana, bedaca srednig wazong wygastych prognoz indywidualnych. Jezeli jako
kryterium przyjmiemy MAPE lub wMAPE, to rozwigzanie zadania optymalizacji polega¢ bedzie
na wyznaczeniu wartosci wag /4, prognozy kombinowanej, dla ktorych funkcja celu (7)
osigga minimum:

T-1 m
-2 A, min 9
;(yt ; i'it /yt]_);tj,ﬂé,___,;tm ( )
> S / TZ1 (10)
- ﬂz,‘ i —> min
t=1 ¥ i=1 ‘ =1 Vi /”t],/”tz,...,/”tm




128 J. Perzyniska

MATERIAL

Modelowaniu predyktywnemu i prognozowaniu poddano koszty catkowite produkcji
energii elektrycznej i cieplnej (KCE) w elektrowni B. Szereg czasowy wartosci zmiennej KCE
obejmowat 60 miesiecy. Ksztattowanie sie prognozowanej zmiennej przedstawiono na rys.1.
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Rys. 1. Ksztaltowanie sie zmiennej KCE

Prognozowana zmienna charakteryzuje sie wystepowaniem trendu oraz wahan sezonowych.
W tabeli 1 zestawiono oceny wskaznikow sezonowosci zmiennej KCE, wyznaczone dla okresu
estymacyjnego t =1, 2, ..., 36, przy zatozeniu multiplikatywnego charakteru wahan sezonowych.

Tabela 1. Oceny wskaznikow sezonowosci [%] zmiennej KCE w okresie estymacyjnym t =1, 2, ..., 36

Miesigc | Wskaznik sezonowosci| Miesigc Wskaznik sezonowosci Miesigc | Wskaznik sezonowosci
| 95,93 V 90,14 IX 92,01
Il 103,14 \ 92,90 X 102,86
1] 106,07 \l 102,17 Xl 103,28
v 95,15 Vil 94,42 Xl 121,93

Ekstremalne oceny wskaznikow sezonowosci zmiennej KCE przypadajg na grudzien
(maksimum) i maj (minimum); réznica pomiedzy nimi wynosi 31,79 punktu procentowego, co
Swiadczy o umiarkowanym natezeniu wahan sezonowych prognozowanej zmienne;j.

PROCEDURA BADAWCZA
Proces modelowania i prognozowania zmiennej KCE przebiegat w pieciu etapach.

W pierwszym etapie, na podstawie danych pochodzgcych z okresu estymacyjnego
obejmujgcego 36 obserwaciji (t =1, 2, ..., 36), oszacowano modele nalezgce do szesciu klas;
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sg to: klasyczne (K1) oraz hierarchiczne (K2) modele szeregu czasowego ze statg i zmienng
sezonowoscig, klasyczne (K3) i hierarchiczne (K4) modele przyczynowo-opisowe ze zmieniajgcymi
sie sezonowo parametrami, modele Holta-Wintersa (K5) oraz sztuczne sieci neuronowe (K6).

Dla kazdej klasy modeli oszacowano po kilkanascie rownan roznigcych sie: analityczng
postacig trendu, rodzajem wahan sezonowych, zmiennymi objasniajgcymi, wielkosciami
statych wygtadzania lub strukturg sieci neuronowych. Zmiennymi objasniajgcymi w modelach
przyczynowo-opisowych byty: wielkos¢ produkcji energii cieplnej w elektrowni B (w GJ)
i przychody z jej sprzedazy (w tys. zt), a takze wielko$¢ produkciji energii elektrycznej
w elektrowni B (w MWh) oraz przychody z jej sprzedazy (w tys. zt).

W drugim etapie na podstawie oszacowanych modeli wyznaczono prognozy ex post
zmiennej KCE dla okresu dwunastomiesiecznego (t = 37, 38, ..., 48), a nastepnie obliczono
ich Srednie btedy procentowe MAPE oraz wMAPE. Analizujgc trafno$¢ prognoz oraz stopien
dopasowania modeli i istotnos¢ ich parametrow strukturalnych, z kazdej klasy wybrano po
jednym réwnaniu o najlepszych wtasciwosciach predyktywnych.

W trzecim etapie, po wydtuzeniu okresu estymacyjnego o 12 obserwaciji (t=1, 2, ..., 48),
szes¢ wybranych réwnan ponownie oszacowano. Na ich podstawie wyznaczono indywidualne
prognozy ex post zmiennej KCE na ostatnie 12 miesiecy (T =49, 50, ..., 60); oznaczono je
odpowiednio: f,f,7, ....,fer . W kolejnych etapach badan stanowity one prognozy sktadowe
prognoz kombinowanych.

W czwartym etapie wyznaczono wagi prognoz kombinowanych zawierajgcych od 2 do 6
prognoz sktadowych (m = 2, 3, ..., 6). Zastosowano klasyczng metode wariancji—kowariancji (VC)
oraz metody optymalizacji jednokryterialnej — minimalizacji MAPE (M1) oraz wMAPE (M2).
Do oszacowania wag wykorzystano wartosci reszt modeli indywidualnych w wydtuzonym
okresie estymacyjnym.

W pigtym etapie wyznaczono prognozy kombinowane zmiennej KCE na ostatnie 12 miesiecy
(T=49, 50, ..., 60) i dokonano oceny ich trafnosci na podstawie srednich wzglednych btedéw
MAPE oraz wMAPE.

PREZENTACJA | ANALIZA WYNIKOW BADAN
Zgodnie z przedstawiong powyzej procedurg dokonano wyboru szesciu modeli indywidualnych
i wyznaczono na ich podstawie prognozy ex post zmiennej KCE na ostatnie 12 miesiecy

(T =49, 50, ..., 60). Oceny przecietnych wzglednych btedéw prognoz indywidualnych
zestawiono w tab. 2.

Tabela 2. Oceny btedéw prognoz indywidualnych [%]

Prognoza indywidualna MAPE wMAPE
fir 11,80 11,88
for 11,80 11,66
far 10,15 10,35
far 10,50 10,52
fsT 9,84 10,21
for 8,26 8,85

fir — prognoza indywidualna na okres T, wyznaczona na podstawie modelu Kj (j = 1, 2, ..., 6).
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Najnizsze oceny btedéw MAPE otrzymano dla prognoz indywidualnych wyznaczonych za
pomocg sztucznej sieci neuronowej (8,26%) i modelu adaptacyjnego (9,84%). Btedy prognoz
opartych na predyktorach przyczynowo-opisowych (10,15% i 10,50%) byly tylko nieznacznie
mniejsze od bfedéw prognoz otrzymanych na podstawie modeli szeregu czasowego (11,80%).
Na zmniejszenie ich doktadnosci miata wptyw bardzo duza skala wahan sezonowych
zmiennych objasniajgcych. Podobne wnioski mozna wyciggng¢ z analizy wartosci wazonego
miernika wMAPE, nalezy jednak zwrdci¢ uwage na to, ze tylko w jednym przypadku (dla
hierarchicznego modelu szeregu czasowego) ocena tego btedu jest nizsza, w poréwnaniu
z miernikiem klasycznym.

Otrzymane prognozy indywidualne stanowity prognozy sktadowe prognoz kombinowanych.
Oceny srednich wzglednych bitedéw prognoz kombinowanych zestawiono w tab. 3 i 4;
dodatkowym indeksem dolnym (po przecinku) oznaczono numery prognoz indywidualnych
uwzglednionych w danej prognozie kombinowane;j f,r.

Tabela 3. Oceny btedéw MAPE prognoz kombinowanych (w [%])

for M1 M2 vC for M1 M2 vC fer M1 M2 VvC
for12 11,80 | 11,80 | 11,80 (fer134 10,13 | 10,13 | 10,12 |fcr1245 10,52 | 10,52 12,22

fer13 10,15 | 10,15 | 10,15 |fcr135 10,15 | 10,15 | 12,19 |fer1246 10,15 | 10,18 11,29
fer14 10,52 | 10,52 | 10,76 |fcr,136 8,20 8,02 9,69 |feT1256 10,05 5,91 10,92
for15 11,80 | 11,80 | 12,08 |fcr,145 10,52 | 10,52 | 11,99 |fer1345 10,13 | 10,13 12,17

fer16 8,98 4,03 10,40 |fcT,146 9,55 4,62 11,74 |for1346 8,18 6,59 9,72
fer 23 10,15 | 10,15 | 10,15 |fcr,156 9,92 5,39 | 11,15 |fera3se 8,66 4,23 10,56
fer24 10,29 | 10,29 | 10,24 |fcr,234 10,13 | 10,13 | 10,11 |fcr1456 9,47 7,97 12,81
fer 25 8,23 8,09 8,73 |fcr,235 10,15 | 10,15 | 11,98 |fcro34s5 10,13 | 10,13 11,93
feT.26 4,73 4,96 8,42 |fcr,036 8,20 7,48 9,65 |fcr2346 8,37 8,37 9,68
for34 10,13 10,13 10,12 |fcr,245 10,02 9,95 10,22 |fo12356 8,34 4,42 10,18
fer 35 10,15 | 10,15 | 11,93 |fcr,246 8,93 4,59 | 10,82 |for2456 7,23 4,94 10,43
fer 36 8,31 7,91 9,76 |fcr,256 5,01 5,27 7,28 |fer3456 8,52 8,01 10,64
fer 45 9,59 9,59 | 10,04 |fcr,345 10,13 | 10,13 | 11,89 |fori2345 10,13 | 10,13 12,18
fora6 8,08 3,47 9,85 |fcr,346 8,20 8,04 9,79 |fer12346 8,47 8,50 9,69
for56 8,76 8,60 8,81 |fcr,356 8,20 8,04 10,75 |foT12356 8,44 8,06 10,35

fer123 10,15 | 10,15 | 10,15 |fcr,456 6,96 6,96 9,54 |fer 12456 8,11 8,32 12,41
fer124 10,52 | 10,52 | 10,69 |fcr,1234 10,13 | 10,13 | 10,13 |fcr13456 8,44 8,63 10,22
fer125 11,80 9,62 | 12,08 |fcr,1235 7,73 | 10,15 | 12,22 |fcro3456 8,44 8,45 10,08
for 126 8,39 6,46 10,19 |fcT,1236 8,07 8,21 9,64 |fcr123456 8,19 8,18 10,16

Analizujgc informacje przedstawione w tab. 3, mozna zauwazy¢, ze najnizsze oceny
btedéw prognoz ex post otrzymano dla metody M2 polegajgcej na minimalizacji wazonego
Sredniego btedu wzglednego wMAPE. Na uwage zastugujg zwtaszcza kombinacje f;r 16, fo1 .46,
fer 146, for 246, TeT 1256, feT 1386, foT 2356, Oraz feor2456, W przypadku ktérych oceny btedéw prognoz
otrzymanych metodg M2 sg o ponad 4 punkty procentowe nizsze niz w przypadku pozostatych
metod. W wyrdznionych kombinacjach prognozami sktadowymi sg zaréwno prognozy indywidualne
o najwiekszych btedach (wyznaczone na podstawie klasycznych lub hierarchicznych modeli
szeregbw czasowych), jak i pozostate prognozy o mniejszych btedach. W kazdej z tych
kombinacji wystepuje najbardziej trafna prognoza wyznaczona za pomocg sztucznej sieci
neuronowej — potaczenie jej z prognozami o wiekszych btedach pozwolito na wyznaczenie
prognozy kombinowanej o znacznie wyzszej trafnosci. Zdecydowanie najwyzsze oceny btedow
ex post otrzymano dla prognoz kombinowanych wyznaczonych metodg wariancji—kowariancji.
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Tabela 4. Oceny btedéw wMAPE prognoz kombinowanych [%]
fer M1 M2 VC fer M1 M2 vC fer M1 M2 VC
fer12 11,88 | 11,88 | 11,88 |fecr,134 10,33 | 10,33 | 10,15 |fer1245 10,60 | 10,60 | 12,25
fer13 10,35 | 10,35 | 10,35 |fcr,135 10,35 | 10,35 | 12,12 |fcr 1246 10,22 | 10,25 | 11,32
fer14 10,60 | 10,60 | 10,79 |fcr,136 8,35 8,17 9,69 |fcr 1256 10,08 5,87 | 10,98
fet 15 11,88 | 11,88 | 12,18 |fcr,145 10,60 | 10,60 | 11,99 |fcr1345 10,33 | 10,33 | 12,21
fer16 9,00 4,10 | 10,46 |fcT146 9,59 4,55 | 11,77 |fcr1346 8,34 6,63 9,73
fer 23 10,35 | 10,35 | 10,35 |fcr,156 9,96 5,35 | 11,18 |fecr 1356 8,83 4,32 10,58
feT,24 10,32 | 10,32 | 10,24 |(fcr,234 10,33 | 10,33 | 10,15 |fcr 1456 9,51 7,97 | 12,89
fet,25 8,15 8,02 8,93 |fcr,235 10,35 | 10,35 | 11,99 |fer2345 10,33 | 10,33 | 11,97
fer 26 4,79 4,93 8,22 |fc1,236 8,35 7,58 9,66 |fc72346 8,52 8,54 9,78
feT,34 10,33 | 10,33 | 10,02 |(fcr,245 10,04 9,98 | 10,23 |fer2356 8,50 450 | 10,10
fer,35 10,35 | 10,35 | 11,95 |fcr,246 8,93 4,50 | 10,86 |fc72456 7,20 4,86 | 10,33
fer 36 8,47 8,06 9,79 |fcr,256 5,10 5,49 7,32 |fer3456 8,69 8,16 | 10,66
feTas5 9,61 9,61 10,12 |fcr,345 10,33 | 10,33 | 11,95 |feri2345 10,33 | 10,33 | 12,24
fera6 8,05 3,55 9,88 |fcr,346 8,35 8,20 9,89 |fecr 12346 8,63 8,66 9,74
fer 56 9,27 9,13 8,82 |fcr,356 8,35 8,20 10,79 |foT12356 8,50 8,21 10,35
fer 123 10,35 10,35 10,35 |fcT,456 6,92 6,92 9,56 |fcr 12456 8,12 8,33 12,48
fer 124 10,60 10,60 10,79 |fcr 1234 10,33 10,33 10,17 |foT 13456 8,51 8,79 10,25
fer 125 11,88 9,64 12,13 |fcT,1235 7,73 10,35 12,13 |for23456 8,60 8,61 10,28
fer 126 8,39 6,39 10,21 |fcT 1236 8,23 8,32 9,65 |fcr 123456 8,35 8,34 10,16

Whnioski, wynikajgce z analizy wynikéw przedstawionych w tab. 4, sg analogiczne do
przedstawionych powyzej — réwniez i w tym przypadku najwyzszg trafnoscig charakteryzujg
sie prognozy kombinowane z wagami wyznaczonymi w procesie minimalizacji wazonego
Sredniego btedu wzglednego wMAPE. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze — podobnie jak
w przypadku prognoz indywidualnych — miernik wazony daje wyzsze oceny btedéw prognoz.

Trafnos¢ wyznaczonych prognoz kombinowanych poréwnano rowniez z trafnoscig prognoz
indywidualnych; w zwigzku z powyzszymi uwagami wykorzystano w tym celu miernik MAPE.
W tabeli 5 zestawiono odsetki prognoz kombinowanych o btedach réwnych lub mniejszych od
najmniejszego btedu ich prognoz skfadowych.

Tabela 5. Odsetki prognoz kombinowanych o btedach nie wiekszych od najmniejszego btedu prognoz
sktadowych

Metoda m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=2-6
M1 66,7 50,0 46,7 16,7 100,0 49,1
M2 80,0 70,0 80,0 83,3 100,0 75,4
VC 46,7 20,0 6,7 0,0 0,0 21,1

Analizujgc informacje zawarte w ostatniej kolumnie tab. 5, mozna stwierdzi¢, ze najwyzsze
(przekraczajgce 75%) odsetki otrzymano dla metody M2. Oznacza to, iz wigkszo$¢ prognoz
kombinowanych, wyznaczonych przy wykorzystaniu metody polegajgcej na minimalizacji miernika
wazonego WMAPE, charakteryzuje sie wyzszg trafnoscig niz ich prognozy skfadowe. Dla
poszczegolnych wartosci m odsetki wyzsze od 50% (co oznacza, iz ponad potowa prognoz
kombinowanych charakteryzuje sie wiekszg trafnoscig niz prognozy sktadowe) otrzymano
dla metody M1 przy 2 oraz 6 prognozach sktadowych, oraz we wszystkich przypadkach dla
metody M2. Dla metody VC odsetki byly najnizsze i wyniosty srednio 21,1%.
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PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania wykazaly, ze w sytuacji wystepowania wahan sezonowych
o umiarkowanym natezeniu miernik klasyczny (sredni absolutny btad procentowy MAPE)
zapewnia uzyskanie mniejszych btedéw ex post prognoz (indywidualnych oraz kombinowanych)
niz przy zastosowaniu do oceny ich trafno$ci miernika wazonego wMAPE.

Wiekszos¢ prognoz kombinowanych, otrzymanych w wyniku minimalizacji wazonego sredniego
absolutnego btedu procentowego WMAPE, charakteryzuje sie wyzszg trafnoscig niz prognozy
indywidualne oraz prognozy kombinowane, wyznaczone za pomocg metody minimalizaciji
klasycznego miernika MAPE lub metody wariancji—kowariancji.
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